HEMERS

REDPACTION PYTHAGORE
ET SA RECIPROQUE

THEOREME DE PYTHAGORE :

» si ABC est un triangle rectangle en A , alors [BCP = [BAI? +IACP

Autrement formulé : €

P Dans un triangle rectangle, le carré de I'hypoténuse est
égal a la somme des carrés des deux autres cotés.

Ce théoréme sert, principalement, a calculer un c6té d'un
triangle rectangle , connaissant les deux autres.

THEOREME DE PYTHAGORE TRIANGLE RECTANGLE

Evemple 1 :

L'unité est le centimétre.
Soit MNP un triangle rectangle en M tel que |MF| = 3,6 et|MNI= 48

Calculer INP|.

@ Le texte nous présente un triangle rectangle
avec deux cotés connus. Le théoréme de Pythagore
peut certainement nous permettre de calculer le
troisieme.
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Zedaction ( explication ):




PARTIE | : Ecriture du théoreme sans valeurs numériques

@ Dans le triangle MNP rectangle en M On nomme le triangle dans lequel nous allons travailler,
en précisant , qu'il est rectangle ( Le théoréme de

Pythagore ne peut étre utilisé que dans un triangle
rectangle )

® nous avons, d'aprés le théoréme de Pythagore : On nomme le théoreme employé.

©) INPIZ = |NMI2 +|MPP Of‘ <.ac.r'rr le Theor"eme de Pythagore avec les lettres
définissant le triangle.

PARTIE Z : Utilisation du théoreme avec les valeurs numériques

@ NP> = 4,82 +36° On remplace|NM|par 4,8 et| MP|par 3,6.

. —
= NB-5.25,04 512,96 On peut utiliser la touche de la calculatrice
® INP> = 36
© INP = i =% On utilise la touche de la calculatrice
Zedaction :

.
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Dans le triangle MNP rectangle en M,
nous avons, d'aprés le théoreme de Pythagore :
INPI2 = NM2 + MP?

NP2 = 4,82 + 3,6
INP = 23,04 + 12,96
INP? = 36

INPI= /36 =6 |NP|= 6
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Evemple 2 :
Lunité est le centimétre. C
Soit EFG un triangle rectangle en F tel que |EFA = 12
et|E6|= 13.

Calculer|F@.
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Zédaction ( explication ). m|




PARTIE | : Ecriture du théoreme sans valeurs numériques

@ Dans le triangle EFG rectangle en F,

@ nous avons, d'aprés le théoréeme de On écrit le théoréme de Pythagore avec les lettres
Pythagore : définissant le triangle indépendamment des valeurs

©)
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numériques.

IEGE k [EF? +|FGI Attention, I'erreur souvent commise est d'écrire que :
|F6* =|ER® +|EG* ( puisque l'on cherche FG!)

Le théoréme de Pythagore dit que le carré de

I'hypoténuse est égal a... , pas le carré du cété que
I'on cherche !l

PARTIE Z : Utilisation du théoreme avec les valeurs numériques

@ 13% = 12° +|FGP

® 169 = 144 +|FGP En écrivant cette égali‘ré,[FGI2 est égal au nombre qu'il
faut ajouter a 144 pour obtenir 169. Ce nombre est

® 169 - 144 =|FGP égal a la différence de 169 et de 144. D'ot I'écriture
suivante.

® [FGF = 25

@ IFGl= V25 =5

Redaction :

oy
» [E6l* = [EF? +|FGr®
-
T 169 - 144 = FGP
| |FE? = 25

L Fél= V25 =5 Fél=5
W\
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Dans le triangle EFG rectangle en F,

nous avons, d'apres le théoreme de Pythagore :

13% = 12* +|F6F
169 = 144 +|F6P
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RECIPROQUE PU THEOREME DE PYTHAGORE :

P Soit ABC un triangle.

Si[BCP = |BAJ* + AC]® , alors ABC est un triangle rectangle en A.




Un théoréme ( ou une propriété ) est une phrase vraie ( démontrée ) qui s'énonce toujours, apres avoir
précisé les objets utilisés :

Si . . TN o QlONS ... L. T 7
Par exemple, nous connaissons le théoréme suivant : ‘,& m -

Si un nombre entier se termine par 5 , alors ce nombre est | Saement ¢ exfriner sans suisne
divisible par 5. ... ol ...
La premiére phrase ( la premiére proposition ) s'appelle 'hypothese et U peat, par exemple, ¢ éuoucer
la seconde phrase ( la deuxieme proposition ) s'appelle la conclusion. akndc
Un théoréme est donc une écriture démontrée du type : « Un nombre guc de termine par 5

edt dewisible par 5 ».
(Objets mathématiques utilisés)
5l S SE % i . QlgmeIi it o ... a8
Hypothese(s) Conclusion(s)

Lorsque cette écriture est démontrée et donc est qualifiée de théoréme, nous pouvons chercher si la
réciproque de ce théoréme est vraie.
La réciproque s'obtient en intervertissant Hypothese(s) et Conclusion(s).

(Objets mathématiques utilisés)
B it A 810+ OTOON SO o s

Conclusion(s) Hypothese(s)

Attention, la réciproque n'est pas nécessairement vraie, c'est a dire que cette réciproque ne devient pas
nécessairement un nouveau théoreme.
Si nous reprenons le théoréme énoncé précédemment :
Si un nombre entier se fermine par 5 , alors ce nombre est divisible par 5.
la réciproque devient :
Si un nombre entier est divisible par 5 , alors ce nombre se termine par 5.

Un simple contre-exemple permet d'affirmer que cette >

phrase est fausse. Cet anique exemple fowmet d'affiuner gue la
Par exemple le nombre 10 est divisible par 5 , mais ne se | #hrase frofosce et fausce. Un tel exemple ( gui
termine pas par 5 Il ( Voir ci-contre ) penmet de coutredire la « fropricte » ) o appelle
Donc la réciproque du théoréme énoncé est fausse. un contre-exemple. Retenons que des exemples,
Revenons au théoreme de Pythagore. macs an coutre - exemple edt une frenve.

Ce théoréme s'énonce ainsi :

Si ABC est un triangle rectangle en A , alors |BC :|BA|2 +|Ad?

La réciproque de ce théoreme est donc :

Si|BCP* = BAI® +|AQ? , alors  ABC est un triangle rectangle enA

Cette nouvelle phrase étant vraie ( démonstration proposée dans un autre document ), elle devient un
théoreme appelé réciproque du théoréme de Pythagore.

Le preméen theoreme énoncé ¢ appelle couvent le théoréme dinect. Sc nous frensns la néciprogue de la réeiprogue du
theoneme dinect, wous obtencus le théoneme denect !!! (es deux théonémes sont néciprogues l'un de C'autre : le fremien
edt la néciprogue du decond ef le second edt la néciprogue du fremien .

La néciprogue de la neéciprogue du théoreme de Pythagone edt ... le théoréme de Pythagore.




Ce nouveau théoreme ( la réciproque du théoréme de Pythagore ) sert, lorsque I'on conndit les longueurs

des trois cotés, a démontrer gqu'un triangle est rectangle.

Evemple 5

Lunité est le centimétre.
Soit ABC un triangle vérifiant|AB|= 3, |AC|= 4 et|BCl= 5
Le triangle ABC est-il rectangle ?

Le triangle ABC peut-il Etre rectangle en B ?

« S'il était rectangle en B , le c6té [AC] ( situé en « face » du sommet B )

deviendrait I'hypoténuse de ce triangle. Or nous savons que

I'hypoténuse est, dans un triangle rectangle, le plus grand c6té. Or|Ad

3
5}
. A &
Donc le triangle ABC ne peut pas tre rectangle en B. ] 3

= 4 ; le c6té [BC] serait plus grand (IBCl= 5 ).

« S'il était rectangle en C , le c6té [AB] ( situé en

« face » du sommet C ) deviendrait I'hypoténuse de ce triangle. Or nous
savons que I'hypoténuse est, dans un triangle rectangle, le plus grand 8

coté. Or|AB|= 3 ; le c6té [BC] serait plus grand (IBd=5).
Donc le triangle ABC ne peut pas tre rectangle en C.

qu'au point A.
La question est maintenant plus précise :
P Le triangle ABC est-il rectangle en A ?

La réciproque du théoreme de Pythagore semble étre le théoreme a utiliser.

3
5
A
4
G

2 .

Par suite, si le triangle ABC est rectangle, alors il ne peut &tre rectangle

G

Mais, avant d'y faire mention, nous devons démontrer une certaine égalité.

Laquelle ?

Si ce triangle ABC était rectangle en A ( c'est une supposition) , alors, d'apres le théoreme ( direct ) de

Pythagore, nous aurions :

B =|AB? +|Ad?

Inversement, si nous pouvons démontrer que|B4? =|AB* +|ACI*, alors, nous pourrons, d'apreés la
réciproque du théoreme de Pythagore, affirmer que le triangle ABC est rectangle en A.

Zidaction :




|
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[BC] est le plus grand coté.

BC? =52 =25
B2+Ad?=3%2+42=9+16=25
Donc |BC® = |AB® +|ACP

Donc, d'apres la réciproque du théoreme de Pythagore,
le triangle ABC est rectangle en A.
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Remargue : Les fautes 4 ue pas facre !

D'apres la réciproque
Bd® =52 =25
‘AB{Z +JAd? =32 +42=9+16= 25
Donc IBCP =|AB? +|AC?

eme de Pythagore

Donc, le triangle ABC est rectangle en A.

{H{-W !

La réciproque de Pythagore ( /a relire éventuellement ) précise que Si nous avons une certaine égalité, alors
le triangle est rectangle. Nous ne pouvons utiliser cette réciproque qu'apres avoir démontré I'égalité.
Nous verrons, dans |'exemple suivant, que cette réciproque n'est pas utilisée lorsqu'il n'y a pas égalité.

=== =eses
BCf = Ag? + AP W
Ot : M Z

25:=9+16
25 =25
Donc IBd? =|AB2 +|ACP

{
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D'apreés la réciproque du théoreme de Pythagore
le triangle ABC est rectangle en A.

Vous ne pouvez pas , sur le premiére ligne, écrire BC® = |AB* +|Ad? .
Vous ignorez, & ce stade, s'il y a égalité | Il faut calculer séparément BC? et|AB2 +(ACE.




I

BCP =5%=25

ABE +(ACE = 3% + 4% = 9+ 16 = 25 Donc|Bd?* = ABF + JACk

Donc, d'apres la réciproque du théoréme de Pythagore,
le triangle ABC est rectangle en A.
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Ne pas oublier d'écrire I'égalité qui nous permet d'utiliser la réciproque du théoreme de Pythagore, a
savoir « Donc Bd? =|AB? +IAC? »

Evemple & :

Lunité est le centimétre.

Soit EFG un triangle vérifiant |F61 =5 |EA=85 eT(EG|: 7
Le triangle EFG est-il rectangle ?

(Le dessin n'est donné qu'a titre indicatif. Il est, évidemment, faux )

Idée de demonstration :

Comme le plus grand c6té de ce triangle est [EF], si le triangle EFG est
rectangle, alors il ne peut tre rectangle qu'au point G.

Comme dans I'exemple précédent, nous allons donc comparer|EF? et
|E6f +[6R?.

S'il'y avait égalité, alors, nous pourrions, a I'aide de la réciproque du
théoréme de Pythagore, affirmer que le
triangle est rectangle !

5

EF? =852 =7225
EG? +|GI"’|2 =5%2+72=-25+49=74
Donc |EFA? =EG +|6F?

Donc, d'apreés la reg éoréme de Pythagore,

le triangle ABC n'est pas rectangle.
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La néecprogue du thioreme de Pythagore précide gue ¢ 'd ¢ a égalité, alons le triangle est nectangle. Maie aucane
cudication u'edt dounce 8 'd n'y a pas égalité.
Considénons la plrase supposée wnace :

« S'd pleat, alons je mets des bottes. »
Yous doune-1-elle des rensecquements o & we pleut pas 7 Peut-on mettre des bottes ¢ ‘U e pleat pas 7 La néponse eot
oai !
Y en eot de méme avec la réciprogue de Pythagoe. S i ¢ a égalité, le tiangle eot rectangle. S ' n'y a pac
egalite, ceite fropricte ne penmet fas de savoin & le triangle est rectangle ou fas !
Refprenons notre exemple précident. Cette plinase « S i pleat. alors je mets des bottes. » penmet d affermer
cgalement que « St je ue mets pas mes bottes, alons & ue pleat pas. » (car &' pleat. je ponte wuécessacrement des
bottes ! )
Cette nouvelle plinase obtenue en intervertissant lee uégations dee deux fropoditions « & pleut » et « je mete des
bottes » o ‘appelle la contraposée de la premicne phnase.

Le théoreme de Pythagore :
« S¢ le tréiangle ABC eoz rectangle en A dm|Bd2 AB? + %CF »
a doue comme conthaposée :
« S¢|BCF = AB + |ACP . ators le tréangle ABC « ‘eot fas neetangle » ( cnatile de précicer en A )
C ‘et pounguoi wous devons éerine « d'aprés le théoreme de Pythagore. .. » et won pas « d apres la réciprogue du
théoneme de Pythagore. »
S la proposction ¢ 'éenct
... s ...
Hypothése(s) Conclusion(s)
la contraposée de cette froposition o éenit
Si Négation(.......cccccevveruennneee. ) ,alors Négation ( ......c.ccocoevueeeveruerecreirinees ) .
Négation de Conclusion(s) Négation de Hypothése(s)
S¢ la premiene proposition est wnaie , alons la deconde edt wnace et cnvensement.

ER2 =852 =72,25
EG? +|6GF* =52+ 72 =25+49=74

L
Lr": Donc  |ER? =[E6 + I6A?
r
e

Donc, d'apres le théoréme de Pythagore,

le triangle ABC n'est pas rectangle.
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Pythagore — L image d avoir d { esppit

Si le triangle est rectangle , l'aire du carré construit sur
I'hypoténuse est égale a la somme des aires des carrés
construits sur les c6tés de l'angle droit.

Enplications
En appelant a, b et ¢ les mesures des c6tés du triangle
rectangle ( c est la mesure de I'hypoténuse ) , nous avons ,
d'aprés le théoréme de Pythagore

CZ = Cl2 + b2
L'aire du carré construit sur 'hypoténuse est c?
Les aires des carrés construits sur les cotés de I'angle droit
sont a® et b?.
Comme c? = a® + b?, l'aire du carré construit sur I'hypoténuse
est égale a la somme des aires des carrés construits sur les
cotés de l'angle droit.

[aireyXal

Cette remarque se généralise a d'autres figures.
* Sile triangle est rectangle , I'aire du triangle équilatéral construit sur I'hypoténuse est égale
a la somme des aires des triangles équilatéraux construits sur les cotés de I'angle droit.




* Si le triangle est rectangle , I'aire du
demi-cercle construit sur I'nypoténuse
est égale a la somme des aires des demi-
cercles construits sur les cotés de I'angle
droit.

* Efc.

X 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 2 4 6 8 10 | 12 | 14 | 16 | 18 20
3 3 6 9 |12 | 15 | 18 | 21 | 24 | 27 | 30
4 4 8 |12 | 16 | 20 | 24 | 28 | 32 | 36 | 40
5 5 |10 | 15 | 20 | 25 | 30 | 35 | 40 | 45 | 50
6 6 12 | 18 | 24 | 30 | 36 | 42 | 48 | 54 60
7 7 |14 | 21 | 28 |35 |42 |49 |56 | 63| 70
8 8 | 16 | 24 | 32 | 40 | 48 | B6 | 64 | 72 | 80
9 9 | 18 | 27 | 36 | 45 | B4 | 63 | 72 | 81 | 90
10 [ 10 | 20 | 30 | 40 | 5O | 60 | 70 | 80 | 90 | 100
Pythagore :

Ce beau cratére de 130 Km de diameétre
est une des formations les plus visibles
du bord nord-ouest de la lune
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